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1. 'Estw A mÐa oikogèneia xènwn an� dÔo diasthm�twn (tou R). Na deiqjeÐ ìti h A eÐnai to polÔ arij-
m simh. [ Upìdeixh: K�je di�sthma perièqei ènan rhtì.]

2. 'Estw f : R → R mÐa aÔxousa sun�rthsh. Na deiqjeÐ ìti to sÔnolo twn shmeÐwn asunèqeiac
thc f eÐnai to polÔ arijm simo. [Upìdeixh: GnwrÐzoume ìti ta pleurik� ìria up�rqoun se k�je shmeÐo.
H f eÐnai asuneq c sto ξ an kai mìno an limx→ξ− f(x) < limx→ξ+ f(x). DeÐxte ìti ta stoiqeÐa thc oiko-
gèneiac diasthm�twn {(limx→ξ− f(x), limx→ξ+ f(x)) : ξ shmeÐo asunèqeiac thc f} eÐnai xèna an� dÔo kai
qrhsimopoi ste thn prohgoÔmenh �skhsh.]

3. 'Estw mÐa akoloujÐa sunart sewn {fn} apì ènan metrikì q¸ro (X, d) kai f : X → R. An h fn
sugklÐnei omoiìmorfa sthn f se k�je sumpagèc uposÔnolo tou X, na deiqjeÐ ìti h f eÐnai suneq c.

4. 'Estw fn : [a, b] → R mÐa akoloujÐa suneq¸n sunart sewn pou sugklÐnei omoiìmorfa sthn f :
[a, b]→ R. An {an}, {bn} akoloujÐec apì to [a, b], tètoiec ¸ste an → a kai bn → b, na deiqjeÐ ìti

∫ bn

an

fn(x)dx→
∫ b

a
f(x)dx.

5. 'Estw (X, d) sumpag c metrikìc q¸roc. An L ⊆ C(X) eÐnai èna lattice, na deiqjeÐ ìti h kleistìthta
tou L me thn omoiìmorfh nìrma epÐshc eÐnai èna lattice.

6. 'Enac metrikìc q¸roc onom�zetai diaqwrÐsimoc an perièqei èna arijm simo puknì uposÔnolo. Na
deiqjeÐ ìti k�je sumpag c metrikìc q¸roc eÐnai diaqwrÐsimoc.

7. To Je¸rhma Stone-Weierstrass lèei ìti gia k�je suneq  f : [a, b] → R, up�rqei mÐa akoloujÐa
poluwnÔmwn Pn, tètoia ¸ste Pn → f , omoiìmorfa sto [a, b]. Qrhsimopoi¸ntac autì, na deiqjeÐ ìti o
C([a, b]) eÐnai diaqwrÐsimoc.

8. 'Estw F : [0,∞) → R mÐa suneq c sun�rthsh. Jètoume fn(x) := F (xn), x ∈ [0,∞), n ∈ N.
An h oikogèneia {fn : n ∈ N} eÐnai isosuneq c sto 1, na deiqjeÐ ìti h F eÐnai stajer  sun�rthsh (to
antÐstrofo fusik� isqÔei tetrimmèna).

9. 'Estw {fn} mÐa omoiìmorfa fragmènh akoloujÐa pragmatik¸n sunart sewn orismènwn sto di�sthma
[a, b]. An gn(x) :=

∫ x
a fn(t)dt, x ∈ [a, b], n ∈ N, na deiqjeÐ ìti h {gn} èqei omoiìmorfa sugklÐnousa

upakoloujÐa.

10. 'Estw (X, d) ènac sumpag c metrikìc q¸roc kai A ⊆ C(X) èna isosuneqèc sÔnolo. Na deiqjeÐ
ìti to A eÐnai omoiìmorfa isosuneqèc, dhlad  gia k�je ε > 0, up�rqei δ > 0, tètoio ¸ste gia k�je f ∈ A
kai gia k�je x, y ∈ X, me d(x, y) < δ, na isqÔei |f(x)− f(y)| < ε.
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